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Representaciones

Definicion
Una representacion de una x-dlgebra A en un espacio de Hilbert H es un
homomorfismo de x-algebras m: A — B(H).

Definicidon

Dadas representaciones 7w : A — B(H) y ' : A— B(H'), los elementos del
conjunto

I(m,7') :={T € B(H,H'): Trn(a) =7'(a)T, Va € A}

se llaman operadores de intercambio. Si existe T € Z(rw,w') unitario se
dice que m y 7' son unitariamente equivalentes.

Sim =1 en lugar de Z(mw, ') se pone w(A)', y a este conjunto se le llama
conmutante de 7(A), ya que

m(A)Y ={T € B(H): Tr(a) =n(a)T, Va € A}.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 2 /34



Definicion

Se dice que K C H es m—invariante si m(A)K C K. Si existe un
subespacio cerrado w-invariante IC, con 0 # K # H, se dice que m es
reducible. En caso contrario se dice que w es irreducible.

Teorema (Lema de Schur)

Sea m: A — B(Hr) una representacion de la C*-dlgebra A. Entonces 7 es
irreducible si y sdlo si w(A) = Cldy,.

Definicion

| A\

Se dice que la representacion w : A — B(H) es ciclica si existe £ € H tal

que 7(A) = H. En ese caso se dice que & es un vector ciclico para 7.

v

Proposicién

Toda representacion no degenerada es suma directa de representaciones
ciclicas.
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Representaciones de C*-algebras conmutativas |.

Sea A = Cy(X) una C*-algebra conmutativa, y supongamos que ( es una
medida positiva de Borel regular en X (es decir: p es una funcional lineal
positiva en A).

Para cada a € A, sea M, : L?(u) — L2?(u) tal que

M,(F)(x) = a(x)f(x), Vf € L?(p).
Entonces 7, : A — B(L?(u2)) tal que 7,(a) = M, es una representacién no
degenerada de A.

Observar que a € ker, sii af = 0 ctp[u] Vf € L?(u), es decir, a(x) =0
Vx € sop(p).

En otras palabras, kerm, = Co(X \ sop(x)). En particular 7, es fiel sii
sop(1) = X.
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C*-dlgebras de grupos discretos.

Definicidon

Una representacion unitaria de un grupo discreto G en el espacio de
Hilbert H es un homomorfismo de grupos u: G — U(H), donde U(H) es
el grupo de operadores unitarios de H.

Ejemplo
Sea G un grupo discreto, y sea (?(G) = L?(G, k), donde k es la medida de
conteo. Es decir (>(G) = {x: G = C: _,c¢ Ix(t)]* < oo}

Sea \: G — B(%(G)) tal que t — ), donde A\ix(s) = x(t~'s). Entonces
A es una representacion unitaria de G, llamada representacion
regular izquierda de G.

Sea CG :={a: G — C tal que a tiene soporte finito}. El conjunto
{6¢}tcc, donde 6¢(s) = ¢ 5, es una base para CG. Entonces

a= g a(t)ds, Va e CG.
teG
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En CG se define un producto extendiendo por bilinealidad el producto de
G:si a,b € CG, entonces su producto es a* b, la convoluciénde ay b,
dado por

axb(t) = Z a(r)b(s)d,s(t) = Z a(r)b(s) = Z a(r)b(r1¢),

r,seG {r,seG:rs=t} reG

de manera que ax b =3, ¢ (3,cc a(r)b(r~'t)) d:.
También se define en CG una involucidn, que extiende a la inversién del

grupo por antilinealidad: si a =), a(t)d; € CG, entonces

at = Zﬁdtq = Z a(t=1)o;.

teG teG

Es decir a*(t) = a(t~1). Con estas operaciones CG se torna una *-algebra
compleja, que ademds tiene unidad: J..
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Dada una representacién unitaria u : G — B(#), podemos extenderla por
linealidad, obteniendo una representacién 7, : CG — B(#H), no
degenerada, tal que m,(a) = >, a(t)ue. Por lo tanto 7,(CG) es una
C*-4lgebra. Nétese que

Ira(a)ll =11 a(t)uel < la(@)] lluell =Y la(e)] = [lall,

teG teG teG

de modo que 7, se extiende por continuidad a una representacién
u: 1(G) — B(H), la clausura de cuya imagen es 7,(CG).

En el caso de la representacién regular se ve sin dificultad que es

A(a)x = a* x para todo a € £1(G), x € £?(G). Si A\(a) = 0, entonces
A(a)x = 0 para todo x € £?(G). En particular 0 = \(a)de = a* 0. = a, de
donde sigue que \ es inyectivo. Conclusién: A : £1(G) — B(£?(G)) es un
x-homomorfismo inyectivo de x-3lgebras.

Definicion
Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra reducida de G es

A£(G)) S B(%(6)).

C*(G) := A(CG) =
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Dado a € ¢(G), sea
|all, := sup{||mu(a)|| : u es una representacién unitaria de G}.

Entonces ||al|, < ||al|, < ||all1, Va € £(G). En particular || ||, es una

C*-norma en /1(G).

Definicidn

Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra plena de G es C*(G), la
completacion de £*(G) con repecto a || ||,

Notese que u — 7, es una biyeccién entre las representaciones unitarias de
G vy las representaciones no degeneradas de C*(G); la inversa estd dada
por T — ug, tal que ur(t) := 7(d;).

Como || ||r < || ||, el mapa identidad id : CG — CG se extiende por

continuidad a un homomorfismo sobreyectivo C*(G) — C;(G) (también
es denotado por A), y por lo tanto C}(G) es un cociente de C*(G).
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En general C*(G) y C}(G) pueden ser objetos muy diferentes. Por
ejemplo, se puede probar que C;(F2) es simple (no tiene ideales no
triviales). Mientras tanto C*(F,) estd lleno de ideales no triviales. En
efecto, como [ es el grupo libre en dos generadores g1 y g2, dar una
representacién u de [Fo en H equivale a dar un par de operadores unitarios
Ui, Uy € B(H) y establecer u(g;i) := U;. Por ejemplo para cada n podemos
tomar la matriz, digamos V,,, asociada a la permutacién e; — €1 si

I < n, e, ey:

0 0 1
1 0 0
0 1 0
o . . 1 0

y definir: u("(g1) = Id,, u(”(g2) = V.
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Entonces 7, (C*(F2)) = 37, C V4, que tiene dimensién n porque
{V3,..., V) es Li. Luego ker ) # ker m,m si n # m.

El homomorfismo X en general no es inyectivo. Cuando si lo es, y por lo

tanto C*(G) = C/(G), se dice que el grupo G es promediable

(¢ ‘amenable’’). Los grupos compactos y los abelianos son ejemplos de
grupos promediables. Y el ejemplo que acabamos de ver muestra que Fa

no es promediable.
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Funcionales positivas |

Definicion
Sean A una C*-dlgebra y ¢ : A — C lineal. Se dice que ¢ es positiva si
p(a*a) > 0, para todo a € A.

Benpes

(1) Si m: A— C es un homomorfismo de C*-dlgebras, entonces ¢ es
positiva, porque

p(a*a) = p(a*)p(a) = p(a)p(a) = |p(a)]* > 0.
En particular si A es conmutativa, entonces A estd formada por
funcionales positivas.
(2) Si A= M,(C) entonces la traza tr : A — C es positiva, porque
tr(a*a) = 3271 |ay|* > 0.
(3) Sean A=B(H), £ € H,y e : B(H) — C dada por ¢¢(T) = (T&,§).
Entonces ¢ > 0 porque para todo T € B(H) se tiene
pe(T*T) = (T*T¢,&) = || TEI* > 0.
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(4) Mas en general, si m: A — B(H) es una representacién y £ € H, sea
¢ : A — C dada por 9)¢(a) = ¢¢ om(a) = (m(a)&, &). Entonces ¢ > 0.

(5) Sean A= Go(X) y n € M(X), n> 0. Considérese ¢ : A — C dada
por ¢(a) = [y adu. Entonces ¢ > 0.

Proposicién

Sean A una C*-dlgebra y ¢ : A — C una funcional positiva. Entonces

(1) ¢ es continua.

(2) em

(3) ¢(a*) = ¢(a), para todo a € A.

(4) Sea[,],: Ax A— C dada por [a, b, := p(b*a). Entonces [,], es
una forma sesquilineal semidefinida positiva acotada sobre A.

(5) le(a)l* < llelle(a*a). N
(6) ¢ se extiende a una funcional positiva ¢ sobre A.

Si a = a*, entonces p(a) € R.
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Demostracion.

(1) Dado a € A, es a = [(Rea); — (Rea)_] + i[(Ima)+ — (Ima)_].
Supongamos probado que existe K > 0 tal que para todo ¢ € A, se tiene
que ¢(c) < K]||c||. Entonces:

p(a)] < ¥((Rea)+) + ¢((Rea)-) + ¢((Ima)) + »((Ima)-)
< Kl[(Rea)+ || + [[(Rea)—|[ + [[(Ima) || + [|(Ima)_[|] < 4Kjall,

y por lo tanto ¢ es continua. Supongamos que no existe una tal K. Es
decir que para todo n existe ¢, € Ay tal que ||cpl| =1y p(cp) > 2". Sea
c=30° 2cn entonces |[c|| < 1y c € Aj: ¢, es positivo para todo n,
asi que las sumas parciales son positivas y, como A, es cerrado, el limite ¢
estd en Ay. Ademds ¢ > Y 7 ; 3:¢;, de donde

o) 2 ¢ (X1 34) = T dele) > n,

porque ¢(cj) > 2. Entonces ¢(c) = oo, lo cual es una contradiccién.
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Continuacién de la prueba.

(2) Como a es autoadjunto se puede escribir a = a; — a_, con

ay,a_ € A;. Entonces p(a) = ¢(ay) — p(a=) € [0,00) — [0,00) = R.
(3) Se tiene p(a) = ¢(Rea) + ip(Ima), y como Rea, Ima € R, sigue que
que p(a) = p(Rea) — ip(Ima) = p(Rea — ilma) = ¢(a*).

(4) Es claro que (a, b) — [a, b], = p(b*a) es lineal en la primera variable
y conjugado-lineal en la segunda variable. Ademas |a, a], = ¢(a*a) > 0
porque ¢ es positiva. Entonces [,] es una forma sesquilineal semidefinida
positiva.

(5) Como [,], es una forma sesquilineal semidefinida positiva, vale la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|[2, Bly| < [a, al,[b, bly, o sea [(b"a)|* < p(a*a)p(b*b).

En particular si (uy) es una unidad aproximada para A, se tiene que:

lp(a)[* = lim |p(ura)[* < Time(a*a)p(u) < [lelle(a"a),

porque ©(uy)? < |lo].
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|

Continuacién de la prueba

(6) Sea @ una extensién lineal de ¢. Entonces ¢(a+ \) = p(a) + A\p(1).
Para que ¢ > 0 es necesario que: ¢((a+ A)*(a+ X)) > 0, para todo a € A
y A € C. Ahora:

P((a+N*(a+ ) =p(a*a+ Aa* + da+|A[?)

p(a*a) + Ap(a) + (Ae(a)) + [APE(1)
p(a*a) +2Re(Ap(a)) + [A2H(1)
(

> p(a*a) — 2Allp(a)] + IAPB(L)

> ik [le(2)2 = 2@l + AR l3(1)]

= & (@) = IAID? = NIl + Nl 3()]
= & [(e(@)] = Ml + APl (@) — llol)]

Si se toma ¢(1) > ||¢||, tenemos que ¢ es positiva.
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Construccién GNS: Gelfand-Naimark-Segal

Teorema (Construccién GNS: Gelfand-Naimark-Segal)

Sea ¢ : A — C una funcional positiva. Entonces existe una terna (H,&, ),
donde H es un espacio de Hilbert y m: A — B(H) es una representacion
ciclica con vector ciclico §, tal que ¢(a) = (m(a)&, &) para todo a € A.
Ademais, si (IC,n, p) es otra tal terna, entonces existe un isomorfismo
U:H — K, dnico tal que U =1 y p(a) = Urn(a)U*, para todo a € A.

v

Demostracion.

Unicidad: Supongamos que (H, &, )y (K, n,p) son dos ternas como las
que anuncia el teorema. Si a € A, entonces

Im(a)¢l? = (w(a)§, m(a)€) = (m(a*a)s, &) = p(a*a)
= (p(a*a)n,n) = (p(a)n, p(a)n) = llp(a)nll*.

Entonces U : m(A)¢ — p(A)n, tal que U(w(a)€) := p(a)n, estd bien
definido y es una isometria entre subespacios densos de H y K, de modo

que se extiende de manera tnica a un isomorfismo entre H y K.
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Continuacidn.

Las representaciones 7 y p son no degeneradas, ya que son ciclicas. Por lo
tanto, si (uy)x es una unidad aproximada de Ay a,a’ € A, tendremos:

Ug = U(limm(ur)€) = lim Un(ur)§ = lim p(un)n = 7.

U(m(a)r(a')§) = U(n(ad')s) = p(ad)n = p(a)p(a’)n = p(a) U(()E)-

Entonces Un(a){ = p(a)U(, para todo a € A, ¢ € m(A)H. Luego
p(a) = Un(a)U*, para todo a € A, ya que m(A)H = H.
En otras palabras:

p(a) = Ur(a)U*, Va € A.

Ezistencia:
Consideremos el semi-producto interno sobre A inducido por ¢:
[,],:AxA— Ctal que [a, b], = p(b*a), Va,b € A. Sea || ||, la

seminorma inducida por [, ], es decir: ||al|, = |a, a]clp/2 = p(a*a)l/2.

V.
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < X*”a”2X = ||a||2X*X

y como ¢ es positiva:

ILa(x)IIZ =T[ax, ax], = p(x*a*ax) < ||al*p(x*x) = [la]*[x, x],, = |a]|* Ix]|2.

Esto muestra que L, es un operador acotado en (A, || ||,), con seminorma
menor o igual a ||a||. Por lo tanto, si N, := {x € A: [x,x], = 0},
entonces L, induce un operador acotado 7'(a) : A/N, — A/N,, tal que
conmuta el diagrama

La

A" S A

ql lq

A/N, —= A/N,

donde q: A — A/N,, es la proyeccién candnica.
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.
Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:
163 = ExolI? = [ux — g, ux — urolo = @((un — uxg)*(ux — upy))

< o(llux — urgll(ux = ung)) = llux = uroll((ur) — (ux,)) < 2€%/8,

de modo que ||y — & || < €si A, N > Ao. Luego la red (£)) es de Cauchy,
y entonces converge a cierto £ € H.

v
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Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (aL(a))L(b
= (n(a)a)L(b) = (a)(q (b)) = m(a)m(b)a.

Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.

e 1 preserva la involucion:
(m(a*)a(x),a(y))e = (a(a™x),a(y))e = [a"x, y], = w(y*(a"x))
= ¢((ay)*x) = [x, ay], = (a(x),a(ay))e
= (a(x), m(a)a(y)), = (w(a)"a(x),a(y))e-
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Continuacién de la demostracidn.

e £ es ciclico para m: como Va € A se tiene

m(a)é = limy m(a)(&x) = limy m(a)q(ux) = limy q(auy) = q(a),

entonces

{m(a)§, a € A} =q(A) = H,.

o p(a) = (m(a), &)y
p(a) = limy p(urauy)
= limx(q(aur), q(ur))y
= limx(m(a)q(uyr), g(ur))y
= (n(a)¢, &)y
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En resumen la construccion GNS establece una biyeccién entre
el conjunto de clases de equivalencia unitaria de representaciones
ciclicas de A y el conjunto de funcionales lineales positivas de A.

GNS
{(7,H,&) rep. ciclica de A} / ~, =  {p funcional positiva en A}
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Funcionales positivas I

Proposicién

Sean A una C*-dlgebra, y ¢ : A — C una funcional lineal continua.
Entonces son equivalentes:

(i) ¢ >0.

(ii) Timx (ur) = [le
(iii) limx (ux) = [l
Demostracion.
(ii) = (iii) Es inmediato.
(i) = (ii) Sea (H,m,&) = GNS(y). Por lo tanto ¢(a) = (m(a)¢, &) Va € A.
Sea (uy) una unidad aproximada de A. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene

€12 > supyzy>1 1(m(a)€, )] = supya>1 le(a)] = llell
> limy (uy) = limx(m(u))€, &) = [|€]12.
Luego es limy o(uy) = |l = |1€]I2.
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Continuacién de la prueba.

(iii) = (i) Podemos suponer que ||| = 1. Veamos primero que si a = a*
entonces ¢(a) € R. Sea p(a) = o + i3; podemos suponer que 3 < 0 (en
caso contrario cambiamos a por —a). Se tiene, VA:

la — inux||? = ||(a + inuy)(a — inuy)|| = ||a% + n?u3 + in(ura — au, )|
< ||lal|® + n® + n||uxa — auy .
Entonces
ot iB—ing(ux)]? = lp(a—inux)2 < [la—inu|2 < ||al2+ 7 +nllura—au|

Tomando limite en A resulta: | + i3 — in|? < ||a||?> + n?. Por otro lado
la+if —in®> =|a+i(B—n)?=a?+(B—n)*=a®+ 52— 2n6+ n

Entonces a? + 8% + n? —2nB < ||a||? + n?, asi que —2nj < ||a||? — a? — 32
para todo n, lo cual es absurdo. Entonces 5 = 0, y por lo tanto ¢(a) € R.
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

o(ux —a) = p(ur) —p(a) =1 1 —¢(a).

Como ¢(uy — a) < |l¢|l|lux — al| <1, se concluye que 1 — ¢(a) < 1, y por
lo tanto p(a) > 0. Luego ¢ es positiva.

Corolario

Si A es una C*-dlgebra con unidad y ¢ : A — C es una funcional lineal,
entonces ¢ > 0 si y sélo si (1) = ||¢]|.
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O

Teorema de extensidn de Hahn-Banach. Recordar que si F es un
subespacio vectorial de un espacio normado Ey ¢ : F — C es una
funcional lineal continua, entonces existe una funcional lineal continua
@ E— C tal que:

lr=¢ vy gl =lel

Se dice que ¢ es una extensién de Hahn-Banach de ¢.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

Sean A, B las C*-lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
@: B — C tal que $(b+ \) = o(b) + A||¢||. Segtin hemos visto se tiene
que ¢ >0y ||@] = |||l Considérese ahora cualquier extensién de
Hahn-Banach ) : A — C de . Entonces

P(1) = ¢(1) = |3l = [15ll,
de manera que ¢ es una funcional positiva. Sea ¢ := 1Z|B. Entonces ¥ > 0,

Ylg =Pl = @lz = .

Ademés |||l < [[9]| < [l = | Z]| = llll. Entonces [lo]| = [|¥]. 0]
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Definicién
Un estado de la C*-dlgebra A es una funcional lineal positiva ¢ : A — C
tal que ||¢|| = 1. Notacion: S(A) :={p: A— C: ¢ es un estado}.

Notar que S(A) es convexo: si ¢,1 € S(A) y t € [0, 1] entonces
[A=t)e+tyl = [[A-t)el+[tell = A-t)llel+tlol = (1-t)+t = 1.

Corolario

Si a € A es normal, entonces 3p € S(A) tal que |p(a)| = ||a|| y |l¢|l = 1.

Demostracion. Sea B C A la C*- algebra generada por a. Entonces B es
conmutativa y por lo tanto B = Co(B). Como ||a|| = [|4]ls y 4 € CO(B ),
existe h € B tal que |a(h)| = ||all, es decir |h(a)| = ||a||. Ademas ||h|| =1
y h > 0. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal que
olg = hy [l¢ll = [[hl| = 1. Finalmente: [p(a)| = [h(a)| = ||a].
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Teorema de Gelfand—Naimark

Definicién (Suma directa de representaciones)

Sean A una C*-dlgebra y {mr; : A — B(H;)}ic una familia de
representaciones de A. Definimos el espacio suma directa como

H=PHi= {6 = UieHi s E() € Hiviy g ) EDI1? < OO}-

i€l i€l
El espacio H es también un espacio de Hilbert con el producto interno

(€ m) = 25 (€() n(i);-

Si T; € B(H;), para todo i € | y existe M tal que || T;|| < M para todo i,
entonces T := @, T; € B(H) donde (TE)(i) = T;(&(1)).

Se define m = @, mi : A — B(H) como m(a) = @, mi(a). Entonces
(D i, ®@H,;) se llama suma directa de la familia (7;, H;)icy.
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Definicion

Sea A una C*-dlgebra. La representacién universal de A es

gy o= eaapES(A) Ty,
donde m, es la representacion GNS de ¢ y Hu := D ,es(a) He-

Teorema (Gelfand-Naimark)

La representacion universal es fiel.

Demostracién.

Sea a € A, a# 0; entonces a*a € A, y no es nulo. Entonces existe un
estado ¢ € S(A) tal que p(a*a) = ||a*a|| = ||a||?. Sea (7, Hy, Ep) la GNS
de ¢, y sea

.
€ :S(A) = Uyes(ay Ho tal que £(¢) = { 6, s Zﬁ 0 o

Entonces £ € @ c5(a) Hy = Hu. Por lo tanto:
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Continuacién de la prueba.

Imu(a)él1* = (mu(a)é, mu(a)€)
= Y yesea) (T (a)E®), mp(a)E())x,
= (mp(a)€p, Tp(a )&o)?-t(,;
= (my(a*a)éy, §p) 1,
= ¢(a*a)

= [al*.

Entonces 7, es fiel

N
| \

Proposicién
Si A es separable existe una representacion fiel m: A — B(H) con H
separable.
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Demostracidn.

Sea {an}nen un subconjunto denso en A. Para cada n existe ¢, € S(A) tal
que @n(atan) = ||anl|?>. Sean (Hn,&n, mh) la construccién GNS de ¢,

H=B,cxnHn ™= Dpenn Y g,, € H, tal que g(m) = { b me=an

& n=m.
SN2 2 _ _
Notar que ||| = [|€nl|* = ||@nl| = 1. Entonces

(a) H es separable: recordar que Hy es la completacién de NAk, donde
N, ={ae A: p(a*a) =0}, con el producto interno
(a(a),q(b)) = pk(b*a). Se tiene que {q(an)}nen es denso en Hy.

(b) H es separable, porque es suma directa numerable de espacios
separables.

(c) 7 es fiel: basta ver que ||7(ap)|| = ||an|| para todo n.
I (an)l1? = [Im(an)énll? = (m(ahan)én, €n) = (mn(ahan)én, €n)
= ¢(apan) = llanll* > [Im(an)lI.

Entonces ||7(an)|| = ||an]|-

Ol
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Teorema

Sea M,(A) = {(aj): aj € A paratodos i,j=1,...,n}, donde A una
C*-dlgebra, n € Z*. Se define:

(ai)(bj) = (cj)  donde cj = 37§ ; aubi,
(aj) + (bj) = (a5 + by)
Aaij) = (Aay)
(ay)" = (a})

Entonces M,(A) es una x-dlgebra, y existe una tnica norma sobre M,(A)
con la cual Mp(A) es una C*-3lgebra.

Demostracion

N
|

Sélo hace falta probar la existencia de una tal C*-norma. Por el teorema
de Gelfand-Naimark se puede suponer que A C B(H). Como

B(H® - ®H) = M,(B(H)), podemos ver M,(A) C B(H").
Restringiendo la norma de B(#") a M,(A) obtenemos una C*-norma sobre
M,(A) (dicha norma es equivalente a: ||(a;)|| = max{||a;|| : i,j >1}). [
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Observacién

M,(A) = M, ® A (producto tensorial algebraico). Del teorema anterior se
deduce que sobre M, ® A existe una tinica C*-norma. Por eso M,, es una
C*-dlgebra nuclear. En general, dadas dos C*-digebras A y B, puede
haber mds de una C*-norma en A® B (siempre existe al menos una).

Si A es tal que sélo existe una tnica C*-norma en A® B, para toda
C*-digebra B, se dice que A es nuclear.
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